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Resumo
Nessa dissertac¸a˜o no´s realizamos um estudo da termodinaˆmica descrita pelo modelo de
Ginzburg–Landau. Procuramos enfatizar os pontos que recorrentemente aparecem na
literatura dos supercondutores de temperatura ate´ 30K. Analizamos as transic¸o˜es de
fase que ocorrem nas amostras descritas por tal modelo. Tambe´m foi feita uma breve
introduc¸a˜o a`s propriedades das ceraˆmicas supercondutoras, tomando como exemplo os
cupratos a` base de mercu´rio (Hg − 1223). Verificamos que ao pulverizar a pastilha su-
percondutora, surgiam duas temperaturas cr´ıticas distintas. Conclu´ımos a dissertac¸a˜o
propondo uma extensa˜o do modelo de Ginzburg–Landau descrevendo esta separac¸a˜o da
temperatura cr´ıtica.
Abstract
In this dissertation we have worked out a study of thermodynamics described by
the model of Ginzburg–Landau. We emphasized the points that always appear in the
literature of superconducting temperature until 30K. We analyzed the phase transitions
that occur in the samples described by this model. It was also made a brief introduction
to the properties of superconducting ceramics, taking the example of cuprates based on
mercury (Hg − 1223). We noted that by spraying of the superconducting chip, appeared
two different critical temperatures. We concluded the dissertation proposing an extension
of the model Ginzburg - Landau describing this splitting of the critical temperature.
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Cap´ıtulo 1
O FENOˆMENO DA
SUPERCONDUTIVIDADE
1.1 Introduc¸a˜o
Supercondutividade e´ o fenoˆmeno onde certos materiais apresentam duas caracter´ısticas
principais quando esfriados a baixas temperaturas (abaixo de 30K): a resistividade
ele´trica nula (10−26Ω.m) [1] e a blindagem magne´tica (efeito Meissner).
Em 1911 Kamerlingh Onnes[2] descobriu que a resisteˆncia do mercu´rio caia abrup-
tamente para zero em 4K (fig.1.1). Isso ocorria mesmo para o material na˜o puro. Ele
chamou esse fenoˆmeno de “superconducting state” (estado supercondutor). Mais tarde
descobriu-se que a supercondutividade poderia ser suprimida se um campo magne´tico
suficientemente forte fosse aplicado ao material, e que tal material tinha propriedades
magne´ticas muito diferentes quando em temperatura ambiente.
Por muito tempo acreditou-se que todos os supercondutores apresentavam o mesmo
comportamento padra˜o. Entretanto, em 1957 Abrikosov publicou um trabalho indicando
que muitas das propriedades que ate´ enta˜o eram atribuidas ao fato de o material ser
impuro, poderiam ser inerentes de uma outra classe de supercondutor, agora conhecida
1
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Figura 1.1: Curva original da resisteˆncia ele´trica medida no mercu´rio em 1911 por H.Kamerlingh Onnes.
Abaixo de 4, 2K a resisteˆncia ele´trica cai abaixo do limite de medic¸a˜o, que na e´poca era da ordem de
10−5 Ω.
como tipo-II. Geralmente misturas e materiais impuros sa˜o desse tipo. Os dois tipos,
I e II, apresentam muitas propriedades em comum, embora mostrem ter propriedades
magne´ticas considera´velmente diferentes.
O comportamento do campo densidade de fluxo magne´tico em func¸a˜o da temperatura
num supercondutor do tipo-I e´ descrito experimentalmente, por
Bc(T ) = Bc(0)
[
1−
(
T
Tc
)2]
sendo Tc e´ a temperatura cr´ıtica para B = 0 e Bc(0) e´ o campo auxiliar cr´ıtico para
T = 0. O comportamento desse campo e´ muito influenciado por impurezas e imperfeic¸o˜es
presentes na amostra. As intensidades de campos magne´ticos cr´ıticos para materiais
supercondutores do tipo-I sa˜o em geral da ordem de B = 10−2 T.
Um outro resultado experimental que causou um grande impacto na teoria da super-
condutividade, foi a descoberta em 1950 por Maxwell, e independentemente por Reynolds,
Serin, Wright e Nesbitt, que quando realizadas medidas em amostras feitas de diferentes
iso´topos de um dado elemento, a temperatura cr´ıtica encontrada seria diferente para cada
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amostra. Tal fenoˆmeno conhecido como efeito isoto´pico, esta´ relacionado com as vi-
brac¸o˜es da rede e e´ descrito por Tc ∝ M−α. M e´ a massa dos ı´ons da rede e o expoente
α esta´ em torno de α = 0, 5.
Em 1986 [3] foi descoberto que alguns o´xidos ceraˆmicos, os quais sa˜o semicondu-
tores a temperatura ambiente, tornavam-se supercondutores em temperaturas acima de
100K, chegando ate´ em torno de 130K (160K sob alta pressa˜o). Esses ficaram conheci-
dos como supercondutores de alta temperatura 1. Essas ceraˆmicas supercondutoras sa˜o
extremamente interessantes tanto do ponto de vista teo´rico2, quanto pra´tico, pois essas
temperaturas podem ser alcanc¸adas sem muitas dificuldades e com relativo baixo custo3.
1.2 Teoria de London
Em 1935 os irma˜os F. London e H. London basearam -se no chamado modelo de dois
fluidos, para explicar as propriedades de superfluidez do 4He, formulando um modelo para
a supercondutividade. O modelo de dois fluidos considera que somente uma frac¸a˜o dos
ele´trons de conduc¸a˜o se encontra no estado supercondutor.
Sejam n, nn, e ns as densidades de ele´trons total, normal e supercondutora, respec-
tivamente (n = nn + ns). Essas frac¸o˜es dependem da temperatura, e como a supercon-
dutividade desaparece na temperatura cr´ıtica, deve-se ter ns(Tc) = 0 e ns(0) = n. No
interior de um supercondutor na˜o ha´ resisteˆncia ele´trica; qualquer intensidade de campo
fara´ com que a corrente flua, logo na˜o tem sentido considerar os ele´trons normais nos
ca´lculos, porque toda a corrente sera´ conduzida pelos superele´trons. Enta˜o nesse caso a
corrente ele´trica, agora corrente supercondutora, sendo que ns → ns/2, e→ 2e e m→ 2m
(devido a` formac¸a˜o dos pares de Cooper), sera´ dada por
J s = −nsevs (1.2.1)
1comumente conhecidos como H-Tc.
2Ainda na˜o se achou uma explicac¸a˜o aceita´vel para tal comportamento
3Temperaturas de transic¸a˜o acima da temperatura de liquefac¸a˜o do nitrogeˆnio (∼ 77K).
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da segunda lei de Newton tem-se
m∂tvs = −eE (1.2.2)
subtituindo (1.2.1) em (1.2.2) obtem-se
∂tJ s =
nse
2
m
E (1.2.3)
ou
E = ∂t(λLJ s) (1.2.4)
sendo
λL ≡ m
nse2
(1.2.5)
Na equac¸a˜o (1.2.4) E e´ o campo ele´trico no interior do supercondutor, logo este
depende da posic¸a˜o r, e deve satisfazer a equac¸a˜o de Maxwell
∇×E = −∂tB (1.2.6)
substituindo (1.2.4) em (1.2.6)
∂t[∇× (λLJ s) + B] = 0 (1.2.7)
seleciona desta a soluc¸a˜o particular
∇× (λLJ s) + B = 0 (1.2.8)
e tem-se a chamada equac¸a˜o de London. λL e ns sa˜o considerados paraˆmetros fenomeno-
lo´gicos.
Usando a identidade B =∇×A em (1.2.8), verifica-se que,
J s = − 1
λL
A . (1.2.9)
Ao obedecer o calibre de London (∇ ·A = 0), essa equac¸a˜o indica que a corrente super-
condutora e´ cont´ınua (estaciona´ria) e que na˜o ha´ fontes de supercorrentes. Ja´ a condic¸a˜o
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A ·n = 0, que e´ uma consequeˆncia direta do calibre de London, afirma que nenhuma su-
percorrente pode passar atrave´s da superf´ıcie do supercondutor (se a componente normal
e´ nula na˜o ha´ modo de atravessar a superf´ıcie).
A soluc¸a˜o geral da equac¸a˜o (1.2.7) estabelece que o campo densidade de fluxo magne´tico
se conserva no interior de um material de resisteˆncia ele´trica nula (ρ = 0), e e´ va´lida tanto
para um supercondutor quanto para um condutor perfeito. No entanto, a soluc¸a˜o partic-
ular imposta pelos London (1.2.8), so´ se aplica para o primeiro caso, pois a densidade de
fluxo sera´ sempre zero, ou seja, ela embute o efeito Meissner. Isto e´ fa´cil de se enxergar:
O campo densidade de fluxo magne´tico B aplicado no material faz surgir uma corrente
supercondutora J s, que produz um campo ∇× (λLJ s), cancelando exatamente B.
A teoria de London se baseia em cima de dois princ´ıpios ba´sicos da supercondutividade:
A resisteˆncia ele´trica nula e o efeito Meissner. Apesar disso na˜o ter ficado muito claro nos
ca´lculos acima, ha´ uma outra forma de se chegar na equac¸a˜o (1.2.8), que deixa aqueles
princ´ıpios mais claros. Para isso basta usar a equac¸a˜o do movimento do modelo de Drude
para os metais (veja apeˆndice A).
A equac¸a˜o (1.2.8), junto com a equac¸a˜o de Maxwell ∇ × B = µoJ s e a identidade
vetorial ∇× (∇× F ) =∇(∇ · F )−∇2F , levam a`s seguintes equac¸o˜es para B e J s:
∇2B = µo
λL
B; ∇2J s = µo
λL
J s (1.2.10)
Observa-se enta˜o a existeˆncia de um comprimento caracter´ıstico ΛL =
√
λL/µo =
(m/µonse
2)1/2, chamado de comprimento de penetrac¸a˜o de London. Considerando so-
mente a componente z do campo B na equac¸a˜o (1.2.10), e usando a equac¸a˜o ∇ ×B =
µoJ s, obtem-se:
Bz = Bz(0)e
−x/ΛL
µoJy = Bz(0)e
−x/ΛL , (1.2.11)
ou seja, o campo magne´tico penetra no interior do material supercondutor caindo ex-
ponencialmente para zero. O mesmo acontece com a corrente, ela flui somente pro´ximo
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a` superf´ıcie supercondutora e na direc¸a˜o y, ou seja, esta´ “aprisionada” no interior do
supercondutor, como prediz a eq.(1.2.9). Para grandes amostras esse campo pode ser des-
prezado, o que na˜o e´ verdade para filmes supercondutores. O comprimento de penetrac¸a˜o
de London, assim como o campo cr´ıtico e a corrente cr´ıtica, dependem da temperatura.
Uma boa aproximac¸a˜o emp´ırica para tal comprimento e´:
ΛL(T ) =
ΛL(0)
[1− (T/Tc)4]1/2 .
Os valores de ΛL(0) para alguns supercondutores sa˜o dados na tabela (1.1)
Tabela 1.1: Comprimento de penetrac¸a˜o de London ΛL(0) para alguns supercondutores[7].
Elemento Al Cd Hg In Nb Pb Sn Tl YBa2Cu3O7
ΛL(0)/A˚ 500 1300 380-450 640 470 390 510 920 1700
(anisotro´pico)
1.2.1 Generalizac¸a˜o quaˆntica das equac¸o˜es de London
Os portadores da supercorrente num supercondutor sa˜o os pares de Cooper. Todos os
pares ocupam o mesmo estado quaˆntico, ou o mesmo n´ıvel de energia, isto e´, formam um
condensado, um estado coerente. Sendo assim sua func¸a˜o de onda pode ser escrita como
Ψ(r) = (ns/2)
1/2eiθ(r), onde θ e´ a fase da func¸a˜o.
O momento de uma part´ıcula se movendo em um campo magne´tico e´ p = 2mvs − 2eA.
Na auseˆncia de campo magne´tico J s/e = −nsvs = (i~/4m)(Ψ∇Ψ∗−Ψ∗∇Ψ), substituindo
a func¸a˜o de onda nessa equac¸a˜o, tem-se:
p = 2mvs
= −~∇θ . (1.2.12)
Substituindo esse resultado na definic¸a˜o de momento na presenc¸a de campo (momento
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canoˆnico), −~∇θ = 2mvs−2eA. Com isso obtem-se a equac¸a˜o de London generalizada:
J s = −nsevs
= −nse
2m
(
− ~∇θ + 2eA
)
=
1
λL
(
~∇θ
2e
−A
)
(1.2.13)
1.2.2 Quantizac¸a˜o do fluxo magne´tico
Considere um buraco no interior de uma amostra supercondutora cil´ındrica, fig.(1.2).
Em T > Tc a amostra esta´ no estado normal, enta˜o aplica-se um campo magne´tico paralelo
ao eixo da amostra (perpendicular a` pa´gina). Depois ao abaixar a temperatura ela vai
para o estado supercondutor, o campo no interior do supercondutor sera´ expulso, ficando
confinado ao buraco.
Figura 1.2: So´lido no estado supercondutor com um buraco no interior, contornado por C.
Considere que a distaˆncia entre a superf´ıcie do buraco e o contorno C exceda o valor
de ΛL, enta˜o em qualquer ponto na curva C tem-se J s = 0 e nesse caso a integral de linha
de (1.2.13) ao longo do contorno se reduz a
∮
C
J s = 0
~
2e
∮
C
∇θ · dl =
∮
C
A · dl . (1.2.14)
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No entanto
∮
C
A · dl =
∫
S
∇×A · ndS∫
S
B · ndS = Φ ,
o que leva a
Φ =
~
2e
∮
C
∇θ · dl , (1.2.15)
onde Φ e´ o fluxo magne´tico atrave´s do contorno.
Note que θ e´ uma func¸a˜o de mu´ltiplo valor. Entretanto a func¸a˜o de onda Ψ deve ser
de u´nico valor ( estado coerente), ou seja, apo´s uma volta inteira no contorno C, ela deve
voltar ao seu valor inicial. Isso significa que os pares de Cooper na˜o sofrem espalhamento
ao se movimentar no interior do supercondutor (resistividade ρ = 0). Portanto,
∮
C
∇θ · dl = 2πn , (1.2.16)
pode-se agora reescrever a eq.(1.2.15) na forma
Φ = nΦo , (1.2.17)
onde
Φo =
π~
e
=
h
2e
. (1.2.18)
O resultado acima mostra que o fluxo magne´tico atrave´s do contorno C, e´ quantizado,
podendo assumir somente valores mu´ltiplos de um mı´nimo, o quantum de fluxo magne´tico,
ou fluxo´ide Φo. O valor de desse quantum e´:
Φo = 2, 07× 10−15 weber (1.2.19)
A quantizac¸a˜o do fluxo magne´tico tem a mesma origem que a quantizac¸a˜o das o´rbitas
eletroˆnicas no a´tomo. Entretanto naquele caso se tratava de nu´meros inteiros de compri-
mentos de onda. Experimentalmente a quantizac¸a˜o do fluxo foi descoberta em 1961, quase
simultaˆneamente nos EUA (B.Deaver e W.Fairbank) e na alemanha (R.Doll e M.Na¨bauer).
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1.3 O modelo de Ginzburg–Landau
1.3.1 Introduc¸a˜o
O modelo de Ginzburg–Landau tambe´m e´ uma teoria fenoˆmenolo´gica, mas diferen-
temente do de London, ele usa a teoria quaˆntica para descrever os efeitos do campo
magne´tico. Foi elaborado em 1950 e tinha a vantagem de descrever corretamente a
transic¸a˜o de fase supercondutora do ponto de vista termodinaˆmico.
A primeira suposic¸a˜o do modelo e´ que os ele´trons supercondutores podem ser descritos
por uma func¸a˜o de onda efetiva Ψ, tambe´m conhecida como paraˆmetro de ordem, a qual
tem o significado que |Ψ| 2 e´ igual a` densidade de superele´trons. Enta˜o e´ assumido que a
energia livre do estado supercondutor difere do meta´lico por uma quantidade que pode ser
escrita em se´ries de poteˆncia de |Ψ|. Pro´ximo da temperatura cr´ıtica e´ suficiente considerar
somente os dois primeiros termos da se´rie, pois pro´ximo de T = Tc, a quantidade de
superele´trons e´ muito pequena.
O problema central de Ginzburg–Landau e´ encontrar Ψ(x, y, z) e A(x, y, z) que fac¸am
a energia livre total da espe´cie alcanc¸ar o mı´nimo para dadas condic¸o˜es de contorno. Para
campos fracos a soluc¸a˜o se reduz para a mesma forma das equac¸o˜es de London, e para
campos fortes so´ e´ poss´ıvel soluc¸o˜es nume´ricas.
O paraˆmetro de ordem deve ser um nu´mero complexo Ψ = |Ψ| eiθ e obedecer:
Ψ =


0 T > Tc
Ψ(T ) 6= 0 T < Tc
1.3.2 Termodinaˆmica da transic¸a˜o
Para o tratamento termodinaˆmico de um supercondutor, usa-se o par de varia´veis
magne´ticas H ,M (campo intensidade magne´tica e magnetizac¸a˜o), ao inve´s das varia´veis
termodinaˆmicas P, V (pressa˜o e volume) como varia´veis relevantes.
Considere uma longa amostra cil´ındrica em um campo solenoidal (fig.1.3). Nesse caso
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o campo no interior da amostra sera´ da seguinte forma:
H =
N
L
Iez, (1.3.20)
onde n = N/L e´ o nu´mero de voltas por metro e I a corrente.
Figura 1.3: Esquema de corrente para o ca´lculo do campo magne´tico no interior de um soleno´ide.
Aumentando a corrente de I para I + dI, o trabalho total sera´:
−dW = −NεIdt
= +N
dΦ
dt
Idt
= +NIdΦ
= +NAIdB
= +NVHdB
= +µoV (H · dM + H · dH), (1.3.21)
Sendo que A e´ a a´rea da secc¸a˜o transversal do soleno´ide, V = AL o volume, e ε = −dΦ/dt
e´ a f.e.m induzida pela mudanc¸a do fluxo magne´tico total atrave´s da amostra. Usou-se
tambe´m a identidade B = µo(M + H) e a equac¸a˜o (1.3.20).
A energia interna do sistema pode ser obtida atrave´s da primeira Lei da termodinaˆmica
U = Q−W :
dU = TdS + µoVH · dM , (1.3.22)
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observe que na equac¸a˜o (1.3.22) acima, so´ foi usada a contribuic¸a˜o devido ao trabalho
magne´tico feito na amostra (µoVH ·dM ). Isso se deve ao fato de que por convenc¸a˜o, na˜o
e´ usada a contribuic¸a˜o do trabalho feito pela auto–indutaˆncia do soleno´ide na amostra
(µoVH · dH).
A energia interna do sistema e´ uma func¸a˜o da entropia (S) e da magnetizac¸a˜o (M),
U(S,M ). E´ mais conveniente se trabalhar com as varia´veis medidas diretamente no
laborato´rio, H e T . No entanto, para isso deve-se achar a energia livre de Gibbs G, que e´
a func¸a˜o pro´pria dessas varia´veis. Sendo assim, partindo da definic¸a˜o de G (G = A−TS),
onde A e´ a entalpia (A = U − µoVH ·M ), e usando a eq.(1.3.22) tem-se
dG = dA− d(TS)
= dU − µoV d(MH)− d(TS)
= TdS + µoV (HdM −MdH −HdM)− TdS − SdT
= −SdT − µoVM · dH . (1.3.23)
A entropia e a magnetizac¸a˜o podem agora ser calculadas atrave´s de G,
S = −∂G
∂T
(1.3.24)
M = − 1
µoV
∂G
∂H
. (1.3.25)
Com a energia livre de Gibbs pode-se calcular a diferenc¸a de energia entre o estado
normal (Gn) e supercondutor (Gs). Observe a fig.(1.4), note que ao longo da linha vertical
dT = 0, enta˜o usando a eq.(1.3.23),
Gs(T,Hc)−Gs(T, 0) =
∫ Hc
0
dG = −µoV
∫ Hc
0
M · dH , (1.3.26)
usando o efeito Meissner, M = −H ,
Gs(T,Hc)−Gs(T, 0) = µoV H
2
c
2
, (1.3.27)
no campo cr´ıtico Hc, ha´ o equil´ıbrio termodinaˆmico, ou seja,
Gs(T,Hc) = Gn(T,Hc). (1.3.28)
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Figura 1.4: Gra´fico usado para o ca´lculo da energia de condensac¸a˜o.
No estado normal4 M ≈ 0, e supondo que exista estado normal quando Hc → 0, enta˜o
Gn(T,Hc)−Gn(T, 0) = −µoV
∫ Hc
0
M · dH ≈ 0. (1.3.29)
Agora e´ fa´cil ver que a diferenc¸a entre a energia de Gibbs no estado supercondutor e
o estado normal a campo zero e´ dada por:
Gs(T, 0)−Gn(T, 0) = −µoV H
2
c
2
, (1.3.30)
o que prova que o estado supercondutor e´ esta´vel, pois ∆G < 0. A quantidade µoV H
2
c /2
e´ chamada de energia de condensac¸a˜o.
O ca´lculo da entropia pode ser feito imaginando uma pequena variac¸a˜o da forma
(T,H)→ (T + δT,H + δH) e usando as eqs.((1.3.23) e (1.3.28)), desse modo
−SsδT − µoVMsδH = −SnδT − µoVMnδH
reescrevendo a equac¸a˜o acima e lembrando que Mn = 0 e M s = −H ,
Ss(T,Hc)− Sn(T,Hc) = µoVHc · dHc
dT
(1.3.31)
para variac¸o˜es infinitesimais da temperatura, ou seja, δT → dT , e H = Hc. A en-
tropia do estado supercondutor e´ sempre menor do que a do estado normal, uma vez que
dHc/dT < 0.
4No estado normal a direc¸a˜o dos momentos magne´ticos sa˜o aleato´rias.
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A definic¸a˜o de calor espec´ıfico (cv) e´ cv = vT∂s/∂T , onde v e´ o volume por unidade
de massa e s = S/V , logo
csv(T,Hc)− cnv(T,Hc) = vTµo
(
Hc · d
2Hc
dT 2
+
(
dHc
dT
)2)
, (1.3.32)
na temperatura de transic¸a˜o (T = Tc), Hc = 0, nesse caso o calor espec´ıfico na auseˆncia
de campo sera´,
csv(Tc, 0)− cnv(Tc, 0) = vTc µo
(
dHc
dT
)2
Tc
. (1.3.33)
Como mostra a eq.(1.3.33), em campo nulo o calor espec´ıfico e´ descont´ınuo, e como
esta´ relacionado com a segunda derivada da energia de Gibbs, a transic¸a˜o de fase sera´
de segunda ordem na temperatura cr´ıtica. Uma caracter´ıstica importantes desse tipo de
transic¸a˜o e´ que na˜o ha´ calor latente (dQ = TdS = 0), o que e´ de se esperar, uma vez que
pela eq.(1.3.31) observa-se que Sn = Ss , o que indica que na˜o ha´ mudanc¸a na entropia
do sistema.
Se ha´ campo presente, o calor sera´ dado por,
∆Q = T (Sn − Ss)
∆Q = −V TµoHc · dHc
dT
, (1.3.34)
enta˜o se houver campo, a transic¸a˜o ocorre a uma temperatura menor do que a cr´ıtica,
como mostra a fig.(1.4). Esse calor surge porque entre a temperatura Tc e 0K a entropia
do estado supercondutor e´ menor do que a do estado normal, significando que ha´ uma
perda de calor (normal → supercondutor) na transic¸a˜o a temperatura constante. Tal
transic¸a˜o e´ chamada de transic¸a˜o de fase de primeira ordem, ja´ que a primeira derivada
de G e´ descont´ınua.
A densidade de energia livre no modelo de Ginzburg e Landau deve ser da forma:
gs(T, 0)− gn(T, 0) = a(T )|Ψ| 2 + 1
2
b(T )|Ψ| 4 + · · · (1.3.35)
desde que |Ψ| = ΨΨ∗ seja pequena. Os paraˆmetros a(T ) e b(T ) sa˜o fenomenolo´gicos e
dependem suavemente da temperatura.
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O mı´nimo da energia sera´ encontrado quando ∂gs/∂|Ψ| 2 = 0, ou seja, quando
|Ψo| 2 = −a(T )/b(T ) . (1.3.36)
E´ fa´cil ver que nesse caso a diferenc¸a de energia sera´ dada por:
gs(T, 0)− gn(T, 0) = −a(T )
2
2b(T )
. (1.3.37)
Uma vez que o paraˆmetro de ordem (Ψ) deve ser zero em T = Tc e finito em T < Tc,
segue da eq.(1.3.36) que a(T ) = 0 em T = Tc e a(T ) < 0 em T < Tc, portanto pode-se
escrever a(T ) da seguinte forma:
a(T ) = D(T − Tc) (1.3.38)
para aproximac¸a˜o em primeira ordem, sendo D uma constante.
O paraˆmetro b(T ) deve ser positivo e independente da temperatura, logo, numa apro-
ximac¸a˜o de primeira ordem, b(T ) = B = constante. De fato, b(T ) > 0 tanto para T > Tc,
quanto para T < Tc, pois de outra forma a densidade de energia na˜o teria um mı´nimo
5,
o que na˜o faria sentido. Uma outra forma de enxergar esse resultado e´ vendo que pela
eq.(1.3.36), para T < Tc o u´nico jeito para |Ψo| 2 > 0 e´ fazendo b(T ) > 0. Ja´ para T > Tc
o mı´nimo da densidade de energia deve ocorrer para |Ψo| 2 = 0, porque como nesse caso a
amostra esta´ no estado normal, na˜o deve haver superele´trons. Por outro lado deve-se ter
b(T ) > 0, porque assim |Ψo| 2 < 0, o que na˜o faz sentido, obrigando o mı´nimo ser em zero.
Veja a fig.(1.5), que mostra (gs − gn) para T > Tc e T < Tc respectivamente, indicando a
existeˆncia de uma quebra espontaˆnea de simetria na transic¸a˜o a campo nulo.
A densidade de energia livre de Gibbs e a densidade de entropia podem agora ser
escritas como
5A equac¸a˜o e´ uma func¸a˜o quadra´tica de segunda ordem, com |Ψ| 2 como varia´vel.
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gs − gn = −D
2(T − Tc)2
2B
= −µoH
2
c
2
(1.3.39)
ss − sn = D
2
B
(
T − Tc
)
(1.3.40)
para T < Tc .
Figura 1.5: Diferenc¸a da dendidade de energia livre entre o estado supercondutor e o normal como uma
func¸a˜o de Ψ. O segundo e´ conhecido como “chape´u mexicano”.
Em Tc na˜o ha´ descontinuidade na entropia, confirmando que o modelo de Ginzburg–
Landau corresponde a` traˆnsic¸a˜o de fase termodinaˆmica de segunda ordem. No entanto,
havera´ uma descontinuidade no calor espec´ıfico (cv = vTds/dT ), como era de se esperar.
Diferenciando a densidade de entropia obtem-se,
cvs − cvn =
{
0 T > Tc
TvD2/B T < Tc
(1.3.41)
e enta˜o o calor espec´ıfico tem uma descontinuidade ∆cv = vTcD
2/B em Tc. Aqui vale
salientar, que o modelo de Ginzburg–Landau so´ e´ va´lido para temperaturas pro´ximas de
Tc.
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1.3.3 Equac¸o˜es do modelo de Ginzburg–Landau
Considere o caso geral de um supercondutor na˜o–homogeˆneo em um campo magne´tico
externo uniforme. Pro´ximo de Tc, a energia livre de Gibbs sera´:
gsH = gn + a|Ψ| 2 + b
2
|Ψ| 4 +
+
1
2m∗
∣∣∣∣~i∇Ψ− 2eAΨ
∣∣∣∣
2
+ µo
H2
2
− µoH ·Ho , (1.3.42)
onde Ho e´ o campo externo (constante) e m
∗ = 2m, com m sendo a massa do ele´tron. Os
dois u´ltimos termos do lado direito representam a densidade de energia magne´tica, sendo
que H representa o campo microsco´pico em um dado ponto no interior do supercondutor.
Ja´ o terceiro termo representa a densidade de energia cine´tica dos superele´trons.
Integrando a eq.(1.3.42) em todo o volume do supercondutor
GsH = Gn +
∫
V
[
a|Ψ| 2 + b
2
|Ψ| 4 + 1
4m
∣∣∣∣~i∇Ψ− 2eAΨ
∣∣∣∣
2
+
+
(∇×A)2
2µo
− (∇×A) ·Ho
]
d3r , (1.3.43)
a tarefa agora e´ encontrar Ψ(r) e A(r) que fazem GsH ser mı´nima. Esse resultado
pode ser encontrado formalmente atrave´s do ca´lculo variacional[5, 6], notando que GsH =
GsH [Ψ(r),Ψ
∗(r),A(r) ] e´ um funcional, que depende das func¸o˜es Ψ(r),Ψ∗(r),A(r) em
todos os pontos r do supercondutor.
A definic¸a˜o da variac¸a˜o de um funcional F [f ] qualquer e´ δF [f ] = F [f + δf ]− F [f ], e
a variac¸a˜o da func¸a˜o f(x) no ponto y, definida por δf(x) = ǫ δ(x− y). Assim a derivada
funcional e´ dada por:
δF [f ]
δf(y)
:= lim
ǫ→0
{
F [f(x) + ǫδ(x− y)]− F [f(x)]
ǫ
}
.
Sendo assim a variac¸a˜o de GsH pode agora ser escrita como segue:
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δGsH [Ψ(r),Ψ
∗(r),A(r)] = GsH
[
Ψ(r) + δΨ(r),Ψ∗(r) + δΨ∗(r),A(r) + δA(r)
]
−
−GsH
[
Ψ(r),Ψ∗(r),A(r)
]
=
∫
V
d3r
[
δGsH
δΨ
δΨ+
δGsH
δΨ∗
δΨ∗ +
δGsH
δA
δA
]
. (1.3.44)
Para achar o mı´nimo, deve-se fazer δGsH = 0 ou de outra forma δGsH/δΨ = δGsH/δΨ
∗ =
δGsH/δA = 0.
Ao manter Ψ(r) e A(r) invariantes e variando somente Ψ∗(r), obtem-se:
δΨ∗GsH = 0
δΨ∗GsH =
∫
V
d3r
[
aΨδΨ∗ + bΨ|Ψ| 2δΨ∗ + (1.3.45)
+
1
4m
(
i~∇δΨ∗ − 2eAδΨ∗
)
·
(
− i~∇Ψ− 2eAΨ
)]
= 0 .
Fazendo F = (−i~∇Ψ−2eAΨ) e usando a identidade∇(δΨ∗F ) = F ·∇δΨ∗+δΨ∗∇ ·F
em (1.3.45) tem-se
δΨ∗GsH =
∫
V
d3r
[
aΨδΨ∗ + bΨ|Ψ| 2δΨ∗ +
+
1
4m
(
i~∇δΨ∗ − 2eAδΨ∗
)
· F
]
=
∫
V
d3r
[
aΨδΨ∗ + bΨ|Ψ| 2δΨ∗ + (1.3.46)
+
1
4m
(
i~∇δΨ∗ · F − 2eA · F δΨ∗
)]
=
∫
V
d3r
[
aΨδΨ∗ + bΨ|Ψ| 2δΨ∗ +
+
1
4m
(
i~∇ · (δΨ∗F )− i~δΨ∗∇ · F − 2eA · F δΨ∗
)]
= 0 .
Note que pelo teorema de Gauss
∫
V
d3r∇ · (δΨ∗F ) =
∮
S
δΨ∗F · ndS .
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Substituindo em (1.3.46) obtem-se
δΨ∗GsH =
∫
V
d3r
[
aΨ+ bΨ|Ψ| 2 + 1
4m
(
− i~∇− 2eA
)2
Ψ
]
δΨ∗ +
+
∮
S
i~
4m
[
− i~∇Ψ− 2eAΨ
]
δΨ∗ · ndS = 0 . (1.3.47)
Para uma func¸a˜o δΨ∗ arbitra´ria, essa expressa˜o so´ pode ser zero se ambos os colchetes
forem zero. Sendo assim chega-se a` primeira equac¸a˜o do modelo (geral) GL e sua condic¸a˜o
de contorno:
aΨ+ bΨ|Ψ| 2 + 1
4m
(
− i~∇− 2eA
)2
Ψ = 0 (1.3.48)(
− i~∇Ψ− 2eAΨ
)
· n = 0 , (1.3.49)
que sa˜o as equac¸o˜es para o paraˆmetro de ordem Ψ. A condic¸a˜o de contorno acima e´
uma generalizac¸a˜o da condic¸a˜o A · n = 0, comentada na sec¸a˜o (1.2). Ja´ a (1.3.48) tem
a forma da equac¸a˜o de Schro¨dinger, exceto pelo termo quadrado, tornando-a na˜o–linear.
As equac¸o˜es para Ψ∗ sa˜o ana´logas.
Fazendo o mesmo ca´lculo para A, tem-se:
δAGsH = 0
δAGsH =
∫
V
d3r
{
1
4m
[
− i~∇Ψ− 2e
(
AΨ− (δA)Ψ
)]
·
·
[
i~∇Ψ∗ − 2e
(
AΨ∗ − (δA)Ψ∗
)]
+
+
1
2µo
(
∇×A +∇× δA
)
·
(
∇×A +∇× δA
)
−
−
[
∇×A−∇× δA
]
·Ho
}
= 0 , (1.3.50)
distribuindo os termos, reagrupando-os e usando a definic¸a˜o (1.3.44), com Ψ e Ψ∗ mantidas
constantes, obtem-se
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δAGsH =
∫
V
d3r
{
1
4m
[
2e
(
i~δA · (∇Ψ)Ψ∗ + 2eA · (δA)ΨΨ∗ −
−i~(δA) ·Ψ∇δΨ∗ + 2e(δA) ·AΨΨ∗ + 2e(δA)2ΨΨ∗
)]
+
+
1
2µo
[
(∇×A) · (∇× δA) + (∇× δA) · (∇×A) +
+(∇× δA)2
]
− (∇× δA) ·Ho
}
=
∫
V
d3r
{
1
4m
[
− 2eΨ∗δA
(
− i~∇Ψ− 2eAΨ
)
−
−2eΨδA
(
i~∇Ψ∗ − 2eAΨ∗
)]
+
+
1
µo
(
∇×A− µoHo
)
·∇× δA
}
= 0 . (1.3.51)
O u´ltimo termo em (1.3.51), pode ser reescrito usando a identidade vetorial∇·(a×b) =
b ·∇× a− a ·∇× b , Ficando com a seguinte forma:
1
µo
∫
V
d3r
[
∇×A− µoHo
]
·∇× δA = 1
µo
∫
V
d3r
{
δA ·
[
∇×∇×A− µo∇×Ho
]
−
−∇ ·
[(
∇×A− µoHo
)
× δA
]}
=
1
µo
∫
V
d3r
[
δA ·
(
∇×∇×A− µo∇×Ho
)]
−
− 1
µo
∮
S
ndS ·
[(
∇×A− µoHo
)
× δA
]
, (1.3.52)
onde foi usado o teorema de Gauss. O campo magne´tico na superf´ıcie do supercondutor
e´ constante, ou seja, δA|S = 0. Logo a integral de superf´ıcie em (1.3.52), e´ igual a zero.
Substituindo a eq.(1.3.52) na eq.(1.3.51) e fazendo algumas modificac¸o˜es elementares,
tem-se para um δA arbitra´rio, a equac¸a˜o do modelo GL para o potencial vetor A.
J s =
i~ e
2m
(
Ψ∇Ψ∗ −Ψ∗∇Ψ
)
− 2e
2
m
|Ψ| 2A . (1.3.53)
Para um estado coerente (Ψ = |Ψ|eiθ) a segunda equac¸a˜o de GL (1.3.53) torna-se
exatamente a equac¸a˜o de London generalizada.
Como ja´ foi dito, uma das vantagens do modelo de G.L. em relac¸a˜o ao modelo de
London, e´ que ele consegue explicar a supercondutividade como uma transic¸a˜o de fase!
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Uma outra vantagem e´ sobre o comprimento de penetrac¸a˜o. No modelo de London, tal
comprimento na˜o era afetado pela presenc¸a do campo magne´tico ou mesmo por mudanc¸a
de temperatura. Ele era constante: ΛL =
√
λL/µo = (m/µonse
2)1/2, dependente de ns,
e esta depende tanto do campo, quanto da temperatura. Pelo modelo de G.L. pode-se
achar uma dependeˆncia de ns em relac¸a˜o a`queles paraˆmetros, atrave´s da func¸a˜o de onda
Ψ.
1.4 Energia de Superf´ıcie
Um dos conceitos mais importantes em supercondutividade e´ o chamado comprimento
de coereˆncia (ξ), formulado pela primeira vez por Pippard em 1953 [8]. No contexto de
G.L., tem-se:
ξ(T ) =
(
~
2
4m|a(T )|
)1/2
.
O estado supercondutor e´ um estado altamente ordenado e que pode ser tratado como
um flu´ıdo composto por dois tipos de part´ıculas. A densidade de superele´trons pode ser
considerada como o grau de ordenamento, podendo mudar apreciavelmente somente a
partir de uma certa distaˆncia6, ou seja , o comprimento de coereˆncia, fig.(1.6). Este pode
ser tratado tambe´m como uma escala caracter´ıstica da variac¸a˜o do paraˆmetro de ordem
Ψ, sem haver variac¸a˜o aprecia´vel na energia do sistema. Ψ teria uma forma parecida a`s
das equac¸o˜es (1.2.11), com ξ ao inve´s de ΛL.
A energia de superf´ıcie e´ uma energia extra que existe entre as fases normal (N) e
supercondutora (S), necessa´ria para a formac¸a˜o do contorno entre as duas fases. Para
ΛL > ξ, o supercondutor e´ do tipo II e para ΛL < ξ do tipo I. Ela e´ proporcional a` a´rea
do contorno e deve ter alguma dependeˆncia com Ho = Hc, pois a interface SN somente
pode surgir na presenc¸a de tal campo.
Na interface, gsH 6= gn , enta˜o a energia de superf´ıcie por unidade de a´rea, σns, numa
6Para supercondutores puros e´ da ordem de 10−4 cm.
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Figura 1.6: Comprimento de coereˆncia ξ e de penetrac¸a˜o Λ no contorno de um supercondutor tipo I.
interface no estado intermedia´rio e´ definida como
σns =
∫
∞
−∞
(gsH − gn) dx . (1.4.54)
Sendo
gsH = fsH − µoH ·Hc , (1.4.55)
e fsH e´ a densidade de energia livre de Helmholtz. Usando a eq.(1.3.42) tem-se:
fsH = fn + µo
H2
2
+ µoH
2
c
(
−|ψ|2 + 1
2
|ψ|4 + ξ2
∣∣∣∣i∇ψ + 2πΦoAψ
∣∣∣∣
2
)
. (1.4.56)
Na equac¸a˜o acima ψ = Ψ/Ψo, com |Ψo|2 = −a/b, H2c = a2/µob e gn = fn − µoH2c /2. Veja
a subsec¸a˜o Termodinaˆmica da transic¸a˜o acima para melhor compreensa˜o desses resultados
e que em campo nulo G = F (energia livre de Helmholtz).
Substituindo as equac¸o˜es em (1.4.54), tem-se
σns =
∫
∞
−∞
[
µoH
2
c
(
−|ψ|2 + 1
2
|ψ|4 + ξ2
∣∣∣∣i∇ψ + 2πΦoAψ
∣∣∣∣
2
)
+
+
µoH
2
2
− µoH ·Hc + µoH
2
c
2
]
dx
=
∫
∞
−∞
{
µoH
2
c
[
−ψ2 + 1
2
ψ4 + ξ2
(
dψ
dx
)2
+
(
2πξAy
Φo
)2
ψ2
]
+
+
µoH
2
2
− µoH ·Hc + µoH
2
c
2
}
dx . (1.4.57)
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Em uma regia˜o simplesmente conexa, e´ sempre poss´ıvel escolher um calibre para o qual
o campo A e a func¸a˜o Ψ sejam reais, pois as equac¸o˜es de GL sa˜o invariantes de calibre.
Considere uma amostra com a interface perpendicular ao eixo-x e o campo magne´tico
paralelo ao eixo-z. A origem x = 0 e´ escolhida na interface, e de um lado e´ supercondutor
e do outro normal. Sendo assim as condic¸o˜es iniciais sa˜o:
(1) H = (0, 0, H(x)) ,
(2) ψ = ψ(x) ∈ R (θ = 0),
(3) A = (0, A(x), 0) .
Reescrevendo as eqs.(1.3.48) e (1.3.53):
−ξ2
(
i∇+
2π
Φo
A
)2
ψ − ψ + ψ|ψ|2 = 0
−ξ2d
2ψ
dx2
+
(
2πξ
Φo
)2
A2yψ − ψ + ψ3 = 0 , (1.4.58)
e
d2Ay
dx2
=
(
ψ2
Λ2L
)
Ay . (1.4.59)
Multiplicando ambos os lados da eq.(1.4.58) por 2dψ/dx, substituindo 2ψ(dψ/dx)A2y =
d(A2yψ
2)/dx− 2Ay(dAy/dx)ψ2 e integrando:
C =
∫ (
−2ξ2d
2ψ
dx2
dψ
dx
)
dx+
∫
2
(
2πξ
Φo
)2
A2yψ
dψ
dx
dx−
−
∫
2ψ
dψ
dx
dx+
∫
2ψ3
dψ
dx
dx
C =
∫ (
−2ξ2d
2ψ
dx2
dψ
dx
)
dx+
∫ (
2πξ
Φo
)2(d(A2yψ2)
dx
− 2Ay dAy
dx
ψ2
)
dx−
−
∫
2ψ
dψ
dx
dx+
∫
2ψ3
dψ
dx
dx
C =
∫ (
−2ξ2d
2ψ
dx2
dψ
dx
)
dx+
∫ (
2πξ
Φo
)2 d(A2yψ2)
dx
dx−
∫
2
(
2πξ
Φo
)2
Ay
dAy
dx
ψ2dx−
−
∫
2ψ
dψ
dx
dx+
∫
2ψ3
dψ
dx
dx . (1.4.60)
Substituindo (1.4.59) no terceiro termo do lado direito da (1.4.60), o resultado da integral
sera´:
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C =
∫ (
−2ξ2d
2ψ
dx2
dψ
dx
)
dx+
∫ (
2πξ
Φo
)2 d(A2yψ2)
dx
dx−
∫
2
(
2πξΛL
Φo
)2
d2Ay
dx2
dAy
dx
dx−
−
∫
2ψ
dψ
dx
dx+
∫
2ψ3
dψ
dx
dx
C = −ξ2
(
dψ
dx
)2
+
(
2πξAy
Φo
)2
ψ2 −
(
2πξΛL
Φo
)2(
dAy
dx
)2
− ψ2 + ψ
4
2
C =
[
1−
(
2πξAy
Φo
)2]
ψ2 − 1
2
ψ4 +
(
2πξΛL
Φo
)2(
dAy
dx
)2
+ ξ2
(
dψ
dx
)2
. (1.4.61)
A constante C pode ser encontrada usando as seguintes condic¸o˜es de contorno: em
x → −∞ ( no interior do supercondutor), ψ → 1, dψ/dx → 0, e A → 0. Substituindo
essas condic¸o˜es em (1.4.61), tem-se que C = 1/2. A condic¸a˜o ψ → 1 e´ consequeˆncia
da soluc¸a˜o da eq.(1.4.58), que tem a forma ψ = c tanh(x/ξ
√
2). Ou de uma forma mais
direta, pela eq.(1.3.48).
Uma definic¸a˜o importante e´ o paraˆmetro de GL, k = ΛL/ξ, que pode ser escrito como:
k2 =
Λ2L
ξ2
=
Λ2L
~2/4m|a|
=
4m|a|Λ2LH2c
~2H2c
=
4mbµoΛ
2
LH
2
c
|a|~2
=
8µ2oe
2Λ2LH
2
cΛ
2
L
~2
k =
2
√
2Λ2LHcµoe
~
=
2π
√
2Λ2LHcµo
Φo
(1.4.62)
onde ns = 2|Ψo|2 = 2|a|/b e H2c = |a|2/µob.
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Reescrevendo a equac¸a˜o (1.4.62), chega-se ao resultado abaixo:
k =
2π
√
2Λ2LHcµo
Φo
=
ΛL
ξ
√
2Hc =
Φo
2πµoΛLξ
. (1.4.63)
Substituindo a eq.(1.4.63) acima na eq.(1.4.61), com C = 1/2, e dAy/dx = µoH tem-se[(
2πξAy
Φo
)2
− 1
]
ψ2 +
1
2
ψ4 = ξ2
(
dψ
dx
)2
+
H2
2H2c
− 1
2
. (1.4.64)
Agora pode-se chegar a uma equac¸a˜o mais compacta para σns, usando a (1.4.64) em
(1.4.57),
σns =
∫
∞
−∞
{
µoH
2
c
[
−ψ2 + 1
2
ψ4 + ξ2
(
dψ
dx
)2
+
(
2πξAy
Φo
)2
ψ2
]
+
+
µoH
2
2
− µoH ·Hc + µoH
2
c
2
}
dx
=
∫
∞
−∞
{
µoH
2
c
[
2ξ2
(
dψ
dx
)2
+
H2
2H2c
− 1
2
]
+
+
µoH
2
2
− µoH ·Hc + µoH
2
c
2
}
dx
=
∫
∞
−∞
{
2µoH
2
c
[
ξ2
(
dψ
dx
)2
+
H2
4H2c
− 1
4
+
H2
4H2c
− H
2Hc
+
1
4
]}
dx
=
∫
∞
−∞
{
2µoH
2
c
[
ξ2
(
dψ
dx
)2
+
H2
2H2c
− H
2Hc
]}
dx
=
∫
∞
−∞
{
2µoH
2
c
[
ξ2
(
dψ
dx
)2
+
H(H −Hc)
2H2c
]}
dx . (1.4.65)
Analisando esse resultado, percebe-se que o o segundo termo da integral sempre sera´
negativo, porque o campo no interior do supercondutor e´ H < Hc. Sendo assim no caso de
σns > 0, o primeiro termo sera´ fator dominante, ou seja, ξ ≫ ΛL e k ≪ 1 (superc. tipo I).
Ja´ para o caso onde σns < 0 (superc. tipo II), o segundo termo e´ dominante, ξ ≪ ΛL e
k ≫ 1, fig(1.7).
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Figura 1.7: Comprimento de coereˆncia ξ e de penetrac¸a˜o Λ no contorno de um supercondutor tipo II.
Ca´lculos exatos da eq.(1.4.65), fornecem o seguinte resultado para σns:
σns =
1
2
µoH
2
c (1, 89ξ − ΛL) .
e ainda fornecem valores mais precisos para k:
Tabela 1.2: Valores obtidos para k atrave´s de calculos exatos (nume´ricos) pela teoria de GL[7, 10].
Tipo I Tipo II
k < 1/
√
2 k > 1/
√
2
σns > 0 σns < 0
Cap´ıtulo 2
SUPERCONDUTIVIDADE TIPO II
2.1 Introduc¸a˜o
O termo supercondutores do tipo II foi primeiro introduzido por Abrikosov em 1957[9],
onde foi proposto uma detalhada teoria fenomenolo´gica baseada na teoria de Ginzburg–
Landau que era capaz de explicar suas propriedades magne´ticas. Uma importante diferenc¸a
entre supercondutores tipo I e tipo II, e´ o comportamento do campo magne´tico em seu
interior. A partir de um certo valor de campo ja´ na˜o se pode considerar a existeˆncia do
efeito Meissner, o que torna poss´ıvel que campos relativamente altos penetrem no interior
dos supercondutores do tipo II.
A energia de superf´ıcie nesses materiais, e´ σns < 0. Isto implica que sob certas
condic¸o˜es e´ energeticamente favora´vel para o supercondutor tipo II, quando localizado
em um campo externo, torna´-se subdividido em domı´nios supercondutores e normais,
chamado de estado misto. Este estado e´ diferente do estado intermedia´rio que ocorre
em supercondutores tipo I, onde o fator desmagnetizante, o qual depende da forma da
amostra, e´ diferente de zero.
Considere uma amostra supercondutora do tipo I, σns > 0. Supondo que ao se aplicar
um campo magne´tico menor que Hc nessa amostra, surgem domı´nios normais no seu
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interior, nesse caso havera´ uma mudanc¸a na energia livre desse supercondutor, devido
ao interior dos domı´nios normais e a` superf´ıcie normal–supercondutora. A primeira con-
tribuic¸a˜o e´ positiva e como σns > 0, havera´ um aumento na energia livre da amostra, ou
seja, para um supercondutor do tipo I na˜o e´ poss´ıvel a existeˆncia do estado misto. No
tipo II o surgimento de regio˜es normais diminui a energia livre da amostra somente no
caso onde o valor de σns, supera o aumento da energia devido aos interiores dos domı´nios
normais. Isso tornaria o estado misto energeticamente favora´vel.
Veja a figura abaixo, que mostra o comportamento do campo magne´tico em um super-
condutor tipo II. Para Ho < Hc1 (campo cr´ıtico inferior), a amostra se comporta como
um supercondutor tipo I, para Hc1 < Ho < Hc2 (campo cr´ıtico superior), a amostra esta´
no estado misto e acima de Hc2 esta´ no estado normal.
Figura 2.1: Comparac¸a˜o do campo B como func¸a˜o do campo externo Ho em um supercondutor tipo
I e tipo II. Hc e´ o campo cr´ıtico termodinaˆmico[10].
Acima de Hc1, o campo penetra na amostra atrave´s de filamentos de vo´rtices quan-
tizados, formando uma rede triangular de constante de rede ao = 1, 075(Φo/B)
1/2[11],
onde cada um conte´m um quantum de fluxo magne´tico, Φo = ~π/e. Cada um desses
filamentos podem ser aproximados a um cilindro de raio ξ, paralelo ao campo externo
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Ho. A corrente de vo´rtice circula em uma a´rea de raio ΛL, fig.(2.2). Com o aumento do
campo magne´tico, os nu´cleos dos vo´rtices va˜o se sobrepondo, devido ao aumento de sua
densidade. Ate´ que em Ho = Hc2 o material se torna um metal normal, numa transic¸a˜o
de fase de segunda ordem.
Figura 2.2: Estado misto, mostrando o comportamento dos vo´rtices [1].
2.2 Vo´rtices
Quando se fala em dinaˆmica de flu´ıdos, surgem dois conceitos muito importantes, a
vorticidade e a circulac¸a˜o, respectivamente dadas por:
ω =∇× v , Γ =
∮
c
v · dl .
A relac¸a˜o entre as duas grandezas e´ dada por:
Γ =
∫
ω · dS .
Fazendo uma analogia com sistemas magne´ticos, pode-se concluir que ω → B, v → A e
Γ→ Φ. As linhas de vo´rtices tornam-se linhas de campo magne´tico.
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2.2.1 Vo´rtice Isolado em um Supercondutor
Considere um vo´rtice isolado (distaˆncia entre cada vo´rtice e´ muito maior do que ΛL)
em uma amostra supercondutora cil´ındrica em que o paraˆmetro GL e´ k ≫ 1, (ΛL ≫ ξ).
Em uma distaˆncia r ≫ ξ, tem-se |ψ|2 = 1.
A equac¸a˜o (1.3.53) pode ser reescrita como:
J s =
iΦo
4πλL
(
ψ∇ψ∗ − ψ∗∇ψ
)
− |ψ|
2
λL
A . (2.2.1)
Sendo que para um estado coerente, fica com a seguinte forma:
∇×∇×A = 1
Λ2L
(
Φo
2π
∇θ −A
)
. (2.2.2)
Fazendo o rotacional em ambos os lados da eq.(2.2.2),
∇×∇×∇×A = 1
Λ2L
(
Φo
2π
∇×∇θ −∇×A
)
Λ2L(∇×∇×∇×A) +∇×A =
Φo
2π
∇×∇θ
Λ2L(∇×∇×H) + H =
Φo
2πµo
∇×∇θ . (2.2.3)
Apesar do termo Λ2L(∇×∇×H)+H ter a mesma forma da equac¸a˜o do efeito Meissner,
proposto pelos London, ele na˜o sera´ nulo. Isso porque ha´ um vo´rtice na amostra e nesse
caso havera´ uma singularidade no centro do vo´rtice, |∇θ| → ∞. Para saber como essa
quantidade se comporta, analisa-se o valor da sua integral de superf´ıcie sobre um pequeno
c´ırculo centrado no centro do vo´rtice.
∫
s
∇×∇θ · dS =
∮
c
∇θ · dl . (2.2.4)
Apo´s cada volta ao redor do c´ırculo c, a fase muda de 2π. Sendo assim,
∫
s
∇×∇θ · dS = 2π . (2.2.5)
Essa integral de superf´ıcie se comporta como uma func¸a˜o delta, pois e´ zero em toda
parte, exceto no centro do vo´rtice. Logo tem-se que ∇ ×∇θ = 2πδ(r)z. Substituindo
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esse resultado em (2.2.3) fica-se com
H + Λ2L∇×∇×H =
Φo
µo
δ(r)z . (2.2.6)
Para ∇ ·H = 0, a soluc¸a˜o da eq.(2.2.6) e´
H(r) =
Φo
2πµoΛ2L
Ko
(
r
ΛL
)
,
com H(∞) = 0. Ko e´ uma func¸a˜o de Hankel de ordem zero com argumento imagina´rio
[12, 10]. Fazendo uma ana´lize dessa soluc¸a˜o, percebe-se que que o campo magne´tico no
centro do vo´rtice e´ H →∞. No entanto, em r ∼ ξ, |ψ|2 → 0 e a divergeˆncia do campo e´
desconsiderada, o que leva H ter um valor finito no centro do vo´rtice, fig.(2.3).
Figura 2.3: Estrutura de um vo´rtice isolado. Para k ≈ 8. O ma´ximo valor de H e´ de aproximadamente
2Hc1[10].
As formas limites de H(r), sa˜o:
H(r) → Φo
2πνoΛ2L
(
πΛL
2r
)1/2
e−r/ΛL r →∞
H(r) ≈ Φo
2πµoΛ2L
[
ln
(
ΛL
r
)
+ 0.18
]
ξ ≪ r ≪ ΛL (2.2.7)
No entanto, no estado misto os vo´rtices em uma amostra supercondutora interagem
entre si. Considere o caso de dois vo´rtices paralelos de mesma orientac¸a˜o em um super-
condutor cil´ındrico infinito, k ≫ 1. Os vo´rtices somente ira˜o sentir a presenc¸a um do
outro, quando a distaˆncia entre eles for menor do que ΛL. Nesse caso havera´ uma forc¸a
2.3 Campos Cr´ıticos em Supercondutores Tipo II 31
de repulsa˜o entre eles. Que sera´ dada por:
f = j ×Φo , (2.2.8)
Sendo que j, representa a densidade de supercorrente total devido a todos os outros
vo´rtices ( e mesmo incluindo qualquer outra corrente de transporte) no vo´rtice em questa˜o.
Φo = Φoz.
A eq.(2.2.8) diz que para manter um vo´rtice em equil´ıbrio esta´tico, e´ necessa´rio que eles
estejam arranjados em uma rede sime´trica (triaˆngular por exemplo, a baixa energia[13]).
2.3 Campos Cr´ıticos em Supercondutores Tipo II
Considere uma amostra supercondutora cil´ındrica, onde k ≫ 1. Nesse caso, pode-se
desprezar a contribuic¸a˜o quaˆntica na sua energia livre por unidade de comprimento (ǫ)
contendo um vo´rtice (H ≈ Hc1). Sendo assim,
ǫ =
µo
2
∫
v
[H2 + Λ2L(∇×H)2]d3r . (2.3.9)
A eq.(2.3.9) inclui somente a parte potencial (devido ao campo) e a parte cine´tica (devido
aos superele´trons). Atrave´s de identidades vetoriais chega-se a` seguinte expressa˜o:
ǫ =
µo
2
∫
v
H · [H + Λ2L(∇×∇×H)]d3r − Λ2L
∫
v
∇ · [(∇×H)×H ]d3r
=
µo
2
∫
v
H · [H + Λ2L(∇×∇×H)]d3r − Λ2L
∮
s
[(∇×H)×H ]dS
=
µo
2
∫
v
H · [H + Λ2L(∇×∇×H)]d3r . (2.3.10)
A integral de superf´ıcie na equac¸a˜o acima e´ nula, desde que H seja paralelo ao eixo-z
(mesma direc¸a˜o adotada para os vo´rices). Usando a eq.(2.2.6) na equac¸a˜o acima fica-se
com
ǫ =
Φo
2
H(ξ)
=
Φo
2
H(0) . (2.3.11)
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H(ξ) → H(0), porque |ψ|2 → 0 no interior do vo´rtice. Substituindo a eq.(2.2.7) na
eq.(2.3.11), chega-se ao resultado abaixo para ǫ:
ǫ =
Φ2o
4πµoΛ2L
ln k . (2.3.12)
Sendo que foi desprezado o valor nume´rico.
Note que na˜o ha´ possibilidade da existeˆncia de um vo´rtice isolado em um supercon-
dutor, sem um campo externo aplicado, pois sua energia sera´ positiva, aumentando a
energia total da amostra. Consequentemente deve haver um campo mı´nimo (Hc1), que
torne favora´vel a formac¸a˜o de tal vo´rtice, ou seja, a formac¸a˜o do estado misto.
Para se achar Hc1, considere Gt = Ft − V (Ho · B)/2, a energia livre de Gibbs na
amostra com vo´rtice, e Ft = Fs + ǫ l. Fs e´ a energia livre de Helmholtz na auseˆncia de
vo´rtice. Logo
Gt = Fs + ǫ l − V
2
Ho ·B
= Fs + ǫ l − 1
2
Hc1Φo l . (2.3.13)
Com B = Φo/S. O valor de Hc1 pode ser encontrado notando que Gs = Fs e considerando
que em Ho = Hc1, e energia de Gibbs sem a linha de vo´rtice tem o mesmo valor da mesma
com uma linha de vo´rtice (Gs = Gt). A partir dessas considerac¸o˜es encontra-se que:
Hc1 =
2ǫ
Φo
=
Φo
2πµoΛ2L
ln k , (2.3.14)
sendo que foi usada a eq.(2.3.12).
2.4 Supercondutores de Alta Temperatura
2.4.1 Supercondutores a base de mercu´rio
Oito de´cadas depois da descoberta da supercondutividade, o mercu´rio (Hg) volta a ser
um tema central de pesquisa, pore´m desta vez combinado com outros elementos qu´ımicos.
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Assim, seguindo a proposta de substituic¸a˜o qu´ımica, Putilin e outros [16] sintetizaram pela
primeira vez o composto daHgBa2CuO4+d -Hg-1201 que apresentou Tc = 94K. A partir
da´ı novos cupratos desta se´rie foram desenvolvidos atrave´s de uma exaustiva investigac¸a˜o
realizada por va´rios grupos de pesquisa.
O atual recorde de temperatura cr´ıtica a pressa˜o ambiente pertence ao composto
HgBa2Ca2Cu3O8+δ - Hg-1223, Tc = 133K [17]. Se este composto for dopado com fluor
a Tc aumenta para 138 K, conforme mostrado por Putilin e seus colaboradores [18]. E
ao aplicar pressa˜o hidrosta´tica externa no Hg-1223, a Tc atingiu valores da ordem de
160K[20]. observa-se que a pressa˜o hidrosta´tica externa provoca nesses compostos um
incremento da ordem de ate´ 30K na temperatura de transic¸a˜o.
Na figura 2.4 mostra-se uma estrutura t´ıpica da se´rie HgBa2Can−1CunO2n+2+δ com
n = 1, 2, 3 e 4. Estas estruturas devem ser analisadas com cuidado para entender a
formac¸a˜o do composto. E´ importante enfatizar que aumentar o nu´mero de planos de
Figura 2.4: Estruturas cristalinas da famı´lia HgBa2Can−1CunO2n+−2+δ–Hg - 12(n−1)n.
Da esquerda para a direita temos n = 1, n = 2, n = 3 e n = 4, sendo a Tc indicado
abaixo da estrutura. Todas estruturas teˆm simetria P4/mmm e os planos de CuO sa˜o
ressaltados.
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CuO na˜o significa subir a Tc.
2.5 A histo´ria dos cupratos dopados com Reˆnio
Amostras supercondutoras a base de mercu´rio para fase Hg-1223 (n = 3), oriundas de
carbonatos tratados termicamente, apresentavam a fase Hg-1234 (n = 4) [21]. A causa
responsa´vel por esse problema era a entrada do carbono na posic¸a˜o do mercu´rio, que
provocava distorc¸o˜es locais na camada de CuO2 [22].
Para solucionar o problema causado pelo carbono, pesquisadores propuseram a sub-
stituic¸a˜o do Hg por um ca´tion de mais alta valeˆncia a fim de estabilizar a estrutura dessa
famı´lia. Shimoyama e outros [23] introduziram va´rios dopantes na fase supercondutora
a base de mercu´rio, sendo que eles encontraram que o melhor dopante era o reˆnio (Re).
Recentemente, Adachi e colaboradores [24] testaram uma se´rie com diversos dopantes (V ,
Cr, Mn, Mo, Ag, In, Sn, W , Re, Pb, Hf e Ta) e mostraram atrave´s de medidas de
magnetizac¸a˜o que ha´ uma melhora na densidade de corrente cr´ıtica quando os dopantes
sa˜o Re e Mo. Yamura e outros [25] foram os primeiros autores a indicar uma clara
tendeˆncia do Re ligar-se e substituir o s´ıtio ocupado pelo Hg, como tentado pelo grupo
de Shimoyama [23]. Para melhor visualizac¸a˜o desta estrutura veja a figura 2.5. A adic¸a˜o
parcial de Re no lugar do Hg evita a contaminac¸a˜o de carbono, tornando a fase supercon-
dutora mais resistente a` contaminac¸a˜o do CO2 (chamado de processo de envelhecimento).
Va´rias pesquisas foram realizadas para saber a concentrac¸a˜o de Re mais adequada
para a produc¸a˜o de amostras com as melhores propriedades f´ısicas [26, 27]. Orlando e
outros [27] mostraram que a concentrac¸a˜o nominal de 18% e´ a que tem maior temper-
atura cr´ıtica e maior intensidade de blindagem magne´tica. Esta concentrac¸a˜o nominal na
verdade corresponde a uma concentrac¸a˜o real de 23% Re, o que se aproxima do limite de
solubilidade do Re no Hg, que e´ de 30% [28]. Tambe´m e´ conhecido que o Hg-1223 sem
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Figura 2.5: Ce´lula unita´ria dos compostos Hg-1223 e Hg,Re-1223. As respectivas temper-
aturas de transic¸a˜o encontram-se indicadas abaixo da estrutura.
reˆnio, os oxigeˆnios do plano HgO localizado em (1/2, 1/2, 0) sa˜o resposa´veis pela variac¸a˜o
da dopagem desde que eles estajam fracamente ligado aos a´tomos de Hg [19, 29]. Este
mecanismo leva a intercalac¸a˜o ou remoc¸a˜o dos oxigeˆnios durante o processo de s´ıntese.
Todavia, em amostras (Hg,Re)-1223, ha´ ligac¸a˜o covalente Re-O que apresenta oxigeˆnio
no s´ıtio cristalogra´fico (0, 33, 0, 33, 0), sendo que a ligac¸a˜o e´ mais forte. Enta˜o, isto torna
o plano de HgO mais esta´vel porque na˜o se pode remover os oxigeˆnios durante a s´ıntese
[28, 30].
Cap´ıtulo 3
TRANSIC¸A˜O DE FASE NO
COMPOSTO (HgRe)Ba2Ca2Cu3O8+d
3.0.1 Descric¸a˜o Experimental
Recentemente Passos et al. [19] confirmou a coexisteˆncia de duas fases supercondutoras
de Tc muito pro´ximos (≈ 1K) em amostras de ceraˆmicas supercondutora que apresentam
uma composic¸a˜o nominal de Hg0,8Re0,2Ba2Ca2Cu308. Essas fases foram caracterizadas
como Hg − 1223 (sem Reˆnio) e (HgRe) − 1223 (rica em reˆnio). A afirmac¸a˜o de Passos
instigou a investigac¸a˜o sobre o tamanho do cristalito que envolve as mesmas, uma vez que
cada fase deveria apresentar um Tc distinto.
Dados da susceptibilidade magne´tica AC de gra˜os com 100µm de diaˆmetro, revelaram
na˜o existir duas transic¸o˜es (dois Tc’s), pore´m ao se reduzir a dimensa˜o do po´ comec¸amos
a verificar a existeˆncia de dois Tc’s bem distintos.
Com base nessa primeira investigac¸a˜o sobre a susceptibilidade magne´tica AC, pas-
samos a investigar o efeito do tamanho do gra˜o na resposta diamagne´tica do po´ obtido.
Esse estudo forneceu como resposta o gra´fico abaixo detalhado na fig.(3.1).
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Figura 3.1: Diagrama esquema´tico do sinal diamagne´tico em func¸a˜o do contorno das part´ıculas e sua
granulometria
Verificamos no gra´fico que o Tc obtido com gra˜os maiores que 1µm e´ uma temperatura
cr´ıtica me´dia entre o Tc da fase sem Reˆnio e o Tc da fase rica em Reˆnio. Para justificar
esse comportamento devemos seguir o modelo desenvolvido por nosso grupo de pesquisa.
Imagens de microscopia eletroˆnica realizadas na Pirelli (Ita´lia), encontram-se abaixo para
melhor verificac¸a˜o do tamanho me´dio dos gra˜os utilizados na medida de susceptibilidade
magne´tica com 1µm (fig.3.2).
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Figura 3.2: Imagem feita com microsco´pio eletroˆnico das part´ıcuals depositadas em filme isolante de
Teflon. Percebe-se que o tamanho das part´ıculas e´ menor que 1µm
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3.1 Energia de Ginzburg-Landau Estendida
A descric¸a˜o experimental que acabamos de relatar mostra que, quando a amostra
da ceraˆmica supercondutora esta´ ı´ntegra, temos uma resposta coletiva u´nica ao campo
magne´tico externo. Quando puverizada, os gra˜os resultantes apresentam dois tipos de
resposta coletiva!
Uma primeira interpretac¸a˜o deste comportamento nos leva a pensar que a pastilha su-
percondutora, na transic¸a˜o de fase, deve sofrer inicialmente dois tipos de condensac¸a˜o dos
pares de Cooper, em regio˜es distintas, e que de alguma forma estas regio˜es comec¸am a se
comunicar (tunelamento Josephson talvez). Na˜o conseguimos medir este transiente, pois
este processo deve ocorrer num tempo muito curto. Somente quando separadas em gra˜os
as regio˜es e´ que conseguimos perceber que na realidade temos a “mistura” de dois tipos de
supercondutores. Devemos enta˜o procurar uma teoria efetiva que descreva estes dois tipos
de comportamento: resposta do po´ ( que gera duas temperaturas cr´ıticas caracter´ısticas),
e a resposta da pastilha supercondutora ( que apresenta uma temperatura cr´ıtica inter-
media´ria). A descric¸a˜o de um supercondutor com duas temperaturas cr´ıticas diferentes foi
recentemente proposta pelo artigo [31]. Baseado na ana´lise da quebra espontaˆnea de sime-
tria, via formalismo de campos te´rmicos de Matsubara realizado em [32, 33], os autores
analizam o comportamento de campo me´dio (que gera uma determinada temperatura), e
campo me´dio com flutuac¸o˜es (que gera uma outra temperatura). Como no nosso caso ha´
uma separac¸a˜o f´ısica das regio˜es as flutuac¸o˜es na˜o afetam o comportamento do po´.
Enta˜o optamos por modelar os dois tipos de po´ com dois campos distintos. Deveriamos
enta˜o descrever uma energia livre de Gibbs com dois campos distintos ( em duas regio˜es
distintas) gerando dois Tc diferentes.
Enta˜o vamos supor que a energia livre de Gibbs na˜o se expresse da forma estabelecida
no cap´ıtulo 1, e que o paraˆmetro de ordem fique em func¸a˜o de χ = (φ1 + iφ2), sendo
φ1 = η1 exp(iθ1) e φ2 = η2 exp(iθ2) func¸o˜es complexas com o mesmo papel desempenhado
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pela func¸a˜o complexa Ψ. Enta˜o a variac¸a˜o da energia de Gibbs na transic¸a˜o de fase
supercondutora assume a forma de,
∆g = gsH − gn = a(T )χ∗χ+ b(χ∗χ)2 , (3.1.1)
e para se obter uma configurac¸a˜o de mı´nimo estabelecemos b > 0. Contudo a nova ex-
pressa˜o precisa ser melhor analisada, pois para se verificar os novos estados de mı´nimo
precisamos reorganizar a expressa˜o acima em termos de φ1 e φ2, e o setor quadra´tico fica:
∆g =
(
φ∗1 φ
∗
2
) a(T ) ia(T )
−ia(T ) a(T )



φ1
φ2

 , (3.1.2)
colocando a expressa˜o em func¸a˜o de η1, θ1, η2, e θ2 chegamos a`
∆g =
(
η1 η2
) a(T ) ia(T ) exp(θ2 − θ1)
−ia(T ) exp−(θ2 − θ1) a(T )



 η1
η2

 , (3.1.3)
renomeando ia(T ) exp(θ2 − θ1) = Z a matrix fica:
 a(T ) Z
Z∗ a(T )

 , (3.1.4)
os autovalores da matriz sa˜o λ = a(T ) ± |Z| , o que leva a obtenc¸a˜o de dois mı´nimos, e
consequentemente duas temperaturas cr´ıticas. Portanto esta energia livre descreve dois
campos em diferentes fases com diferentes temperaturas. E´ interessante notar que quando
estes dois campos sa˜o levados a ter a mesma fase, e os termos da contra diagonal se anulam,
obtemos dois campos ideˆnticos com a mesma temperatura cr´ıtica. A matriz fica da forma:
 a(T ) 0
0 a(T )

 , (3.1.5)
os autovalores da matriz e´ λ = a(T ). Os campos φ1 e φ2 com um mesmo paraˆmetro
de massa associado, tera˜o um mesmo mı´nimo (o que indica uma mesma temperatura de
transic¸a˜o).
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Essa nossa primeira tentativa de extensa˜o da energia livre de Ginzburg–Landau nos
conduz, pela ana´lise do setor de massa, a` descric¸a˜o de duas situac¸o˜es: regio˜es da amostra
supercondutora com duas respostas magne´tica diferentes (dois Tc’s diferentes); e estes
dois tipos de regio˜es se comunicando, e entrando em fase ( gerando um Tc me´dio).
Cap´ıtulo 4
CONCLUSA˜O E PESPECTIVAS
Nessa dissertac¸a˜o de mestrado realizei um estudo da termodinaˆmica envolvendo su-
percondutores descritos pelo modelo de Ginzburg–Landau (supercondutores tipo I).
Fiz um breve estudo dos supercondutores tipo II ressaltando a principal diferenc¸aque
estes tipos apresentam: suportam rede de vo´rtices no seu interior.
Esbocei uma breve descric¸a˜o do supercondutor trabalhado pelo (Laborato´rio de estudo
de transic¸a˜o de fase)LETRAF–UFES: Ceraˆmicas supercondutoras a` base de mercu´rio (
mais alto Tc ate´ o momento ∼ 160K).
Como u´ltima parte de minha dissertac¸a˜o resolvemos iniciar um estudo analizando como
se comporta a amostra supercondutora a` medida que reduzimos o volume da pastilha,
transformando-a em po´. Vimos um comportamento surpreendente: Existem dois tipos de
regio˜es onde os pares de cooper se ligam de maneiras distintas.
Esboc¸amos tambe´m uma extensa˜o do modelo de Ginzburg–Landau que poderia aco-
modar a descric¸a˜o de regio˜es com duas temperaturas cr´ıticas diferentes.
Pretendemos realizar um estudo teo´rico mais aprofundado atacando individualmente
este tema como in´ıcio de proposta para meu doutorado.
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Apeˆndice A
Modelo de Drude aplicado aos
supercondutores
O modelo de Drude [14, 15] e´ uma teoria cla´ssica de 1900 que descreve um mecanismo
para a conduc¸a˜o ele´trica e te´rmica em um metal, e e´ baseada na teoria cine´tica dos gases
(neutro e dilu´ıdo), ou seja, o metal foi considerado como um ga´s de ele´trons. Pore´m,
Drude levou em conta algumas suposic¸o˜es:
1. Aproximac¸a˜o do ele´tron independente: E´ negligenciada a interac¸a˜o ele´tron-ele´tron
durante uma colisa˜o.
2. Aproximac¸a˜o do ele´tron livre: E´ negligeˆnciada a interac¸a˜o ele´tron-´ıons. Sendo assim,
na auseˆncia de campos externos o ele´tron move uniformemente em linha reta ate´ se
chocar com outro, e na presenc¸a de campo o ele´tron obedece as leis de Newton.
3. Coliso˜es sa˜o eventos instantaˆneos que mudam abruptamente a velocidade de um
ele´tron. Drude atribuiu elas ao choque ele´tron-´ıon.
4. Tempo livre me´dio (τ): Esta e´ uma das regras fundamental da teoria de conduc¸a˜o
meta´lica e esta´ relacionada com a probabilidade de um ele´tron sofrer uma colisa˜o
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num dado tempo infinitesimal dt (dt/τ). Em uma linguagem mais simples, significa
o tempo livre de um ele´tron entre uma colisa˜o e outra.
5. Equil´ıbrio Te´rmico: Ele´trons alcanc¸am o equil´ıbrio te´rmico com a vizinhanc¸a so-
mente atrave´s das coliso˜es. Isso quer dizer que a velocidade do ele´tron apo´s cada
colisa˜o, na˜o depende da velocidade que ele tinha antes da mesma, depende somente
da temperatura do local e sai com direc¸a˜o aleato´ria.
Considere um metal na presenc¸a de um campo magne´tico constante e ele´trico varia´vel
com o tempo. A densidade me´dia de corrente eletroˆnica e´ dada por
J = −nep(t)
m
(1.0.1)
o momento p(t+ dt) tera´ a seguinte forma
p(t+ dt) =
(
1− dt
τ
)[
p(t) + f(t)dt+O(dt)2 + . . .
]
= p(t)−
(
dt
τ
)
p(t) + f(t)dt+O(dt)2 + . . . . (1.0.2)
Na equac¸a˜o (1.0.2) acima, 1−dt/τ e´ a probabilidade que o ele´tron tem no tempo t+dt
de na˜o sofrer uma colisa˜o, (dt/τ e´ a probabilidade de ele sofrer uma colisa˜o). f(t) e´ a forc¸a
me´dia devido aos campos aplicados, que deu uma contribuic¸a˜o adicional ao momento.
Distribuindo os termos na equac¸a˜o (1.0.2) e dividindo por dt tem-se :
p(t+ dt)− p(t)
dt
= −p(t)/τ + f(t)− f(t)dt/τ +O(dt)2 + . . . , (1.0.3)
fazendo dt → 0 na (1.0.3) obtem-se a equac¸a˜o do movimento do modelo de Drude para
os metais
dp(t)
dt
= −p(t)
τ
+ f(t) (1.0.4)
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o terceiro termo na equac¸a˜o (1.0.3) e devido a`s coliso˜es eletroˆnicas. Ja´ (−p/τ) e´ devido
ao atrito adquirido pelos ele´trons durante as coliso˜es.
A (1.0.4) pode tambe´m ser escrita da seguinta forma:
∂J
∂t
+
J − σoE
τ
+ γ(B × J) = 0 (1.0.5)
onde σo = ne
2τ/m e´ a condutividade ele´trica DC e γ = −e/m e´ a raza˜o carga-massa
do ele´tron, que no caso de um supercondutor sera´ superele´trons (Pares de Cooper) e
γ = 2e/m. usou-se a lei de Forc¸a de Lorentz : f = −e(E + v×B), e a (1.0.1) na (1.0.4).
Para um material supercondutor, deve-se fazer τ → ∞ (resisteˆncia ele´trica nula)
e B = 0 (efeito Meissner) na equac¸a˜o (1.0.5). Assim chega-se a` uma das equac¸o˜es de
London para os supercondutores:
E =
∂
∂t
(λLJ s). (1.0.6)
ou de outra forma aplicando ∇× na equac¸a˜o de Drude (1.0.5):
∂
∂t
(∇× J) +
(
∇× J − σo∇×E
τ
)
+ γ
[
∇× (B × J)
]
= 0 (1.0.7)
utilizando devidas identidades vetoriais e equac¸o˜es de Maxwell na (1.0.7) obtem-se
∂
∂t
(
σo
τ
B − 1
µo
∇2B
)
=
1
µoτ
∇2B (1.0.8)
fazendo τ → 0 e usando µo∇× J =∇×∇×B = −∇2B na equac¸a˜o (1.0.8) tem-se
∂
∂t
[∇× (λJ) + B] = 0
Esta equac¸a˜o e a mesma dos irma˜os London, e sua soluc¸a˜o particular igual a zero
representa o efeito Meissner em um supercondutor.
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